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Oppgave 1
a) LaPogQ veare to utsagnfunksjoner der
P(x): x skal ta eksamen.
Q(x): x er syk.
Skriv fglgende utsagn ved hjelp av P(x), Q(x), kvantorer og logiske operatorer:
i) Ola skal ta eksamen, men han er syk.
ii) Hvis Ola er syk sa skal han ikke ta eksamen.
iii) Det finnes noen som er friske, men som likevel ikke skal ta eksamen.
iv) For alle er det slik at det er tilstrekkelig & vere frisk for & kunne ta eksamen.
v) Alle skal ta eksamen, bare hvis de er friske.
b) LaA, Bog C vere vilkarlige mengder.

i) Tegn Venn-diagram og skraver mengden:
AN((B-C)u(C - B))

ii) Finn en mengdeformel med A, B og C for det skraverte omradet i Venn-diagrammet:

B B

Oppgave 2

a) LaZ vere mengden av alle hele tall.
La f vere definert som funksjonen f:Z —» Z der f(x) = x3

i) Bestem verdimengden Vs til f.
i) Avgjgr om f er

e en-til-en
° pé

Svarene ma begrunnes.
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b) Vi utvider na definisjonsmengden og verdiomradet til & vaere de reelle tallene R slik at
f naer definert som funksjonen f: R - R, der f(x) = x3

i) Hvablir verdimengden V; til f na?
ii) Avgjer om f naer

e en-til-en
e pa

iii) f har en invers funksjon f* som er slik at (f % = f)(x) = f 1(f(x)) = x.

Hvordan kan vi vite at f har en invers funksjon?
Bestem den inverse funksjonen f .

c)  Nedenfor ser du grafen Gr til en relasjon R pa A, der A = {a, b, c, d}

i) Skriv opp relasjonen R som en mengde verdipar.
i) Bestem matrisen Mg til R.
iii) Avgjer om R er

refleksiv
symmetrisk
antisymmetrisk
transitiv

iv) Avgjer om R er en ekvivalensrelasjon, en partiell ordning eller ingen av delene.

Svaret ma begrunnes.

Oppgave 3

Der hvor tallene blir store kan svarene angis som et produkt av faktorer.

a) 10 barn fra et idrettslag skal fraktes til en turnering i en minibuss med 10 passasjerseter.
Pa hvor mange ulike mater kan barna plasseres i minibussen?

b)  Paavreisedagen er det 4 barn som melder avbud. P& hvor mange mater kan de 6
resterende barna plasseres i bussen?
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4 trenerne skal kjare en egen personbil med 5 seter. Det er kun to som har fgrerkort og
disse to skal bytte pa kjgringen. Pa hvor mange mater kan trenerne plasseres i bilen?

Idrettslaget har totalt 30 utgvere og 6 trenere. Det skal velges et styre bestdende av 2
trenere og 2 utgvere. Pa hvor mange mater kan styre velges forutsatt at alle utgvere og
trenere stiller til valg?

Pa hvor mange mater kan bokstavene i ordet KARAOKEBAR stokkes om?

Oppgave 4

a)

b)

| varehandelen identifiseres de ulike produktene ved hjelp av en universal produktkode
kalt UPC (Universal Product Code). Den vanligste typen UPC har 12 siffer. Det farste
sifferet betegner en produktkategori, de fem neste identifiserer produsenten, mens de
fglgende fem identifiserer det konkrete produktet. Det siste sifferet, X2, er et
kontrollsiffer. Dette er bestemt pa fglgende mate:

3X1+ X+ 3X3 + Xg + 3Xs5 + X + 3X7 + Xg + 3Xg + Xq0 + 3X11 + X12 =0 (mod 10)
i) Hva ma kontrollsifferet X1, vaere for 79357343104X1 skal veere en lovlig UPC?
i) Avgjer om 041331021641 er en lovlig UPC.

Vis hvordan du har kommet frem til svarene.

Konverter fglgende binaere tall 1111010111010111, (il

i) oktalt
i1) hexadesimalt
iii) desimalt ~ (Du kan gjerne skrive svaret som et potensuttrykk.)

Oppgave 5

Gitt differensligningen a,, = 5a,,_; — 6a,,_, ,dera, =10ga, = 0.

a)
b)
c)

d)

Bestem a,, a;09 a,.

Bestem differensligningens karakteristiske polynom, og finn rgttene r; og r>.
Den generelle lgsningen er gitt ved a,, = ar™ + ™.

Finn a og B og bruk dem til & bestemme formelen for a,,.

Regn ut a; og a,ved hjelp av formelen for a,,.
Sjekk om du far samme svar som du fikk under punkt a).
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Oppgave 6

a)  Nedenfor ser du de farste tre radene i Pascals trekant:
(5)
() (1)
@ () G)

1) Foy til de neste tre radene i trekanten.

ii) Skriv opp trekanten pa nytt (inklusiv de radene du har fayd til), men na med tall
istedenfor binomialkoeffisienter.

i) (x +y)?=x? + 2xy + y2. Skriv ut (x +y)°® pa tilsvarende form.

iv) Hvilken koeffisient skal sta foran x*y® i polynomet (x + y)*? nr det er skrevet ut p&
tilsvarende form som polynomene i punkt iii)?

b)  Nedenfor ser du bilde av urettet graf.

S B c

Avgjar om det finnes en lukket eller apen Euler-vei gjennom grafen, der alle kantene
passeres én, og kun én gang. Skriv opp veien hvis den finnes.

Svarene ma begrunnes!

SLUTT
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Vedlegg

Definisjoner og formler
Logiske operatorer:
— (ikke), A (0g9), v (eller), @ (eksklusiveller), — (implikasjon)
Noen ekvivalenser fra utsagnslogikk:

pv@an=(pva)a(pvr) pr(@vr)=(pArag)v(pAar)

—(pva)=—pA—q —(pAg)=—pv—q
pP—>q=-pvq P—>q=-—-q—>—D
—3IXP(x) = Vx=P(x) —VXP(x) = Ix—P(x)

Noen mengdeidentiteter:

Au(BnC)=(AuB)n(AuUC) An(BuUC)=(AnB)U(ANC)

ANnB=AUB AUB=ANB

Kardinalitet — antallet elementer i en union:

|AUB| =|A|+|B|-|AnB|

|AUBUC| =|A|+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|
Funksjoner:

| funksjonen f : A— B betyr A definisjonsmengde og B verdiomrade. En funksjon f : A— B er
en-til-en hvis a, a, € Aog @, # a,, medfererat f(a) = f(a,). En funksjon f :A— B er pé hvis
V(beB)3(aecA)slikat f(a)=b.

Matriser

Den transponerte til en matrise A betegnes med A’ og er den matrisen vi fir nar radene og kolonnene
i A byttes om. Farste rad i A blir fgrste kolonne i AT, andre rad i A blir andre kolonne i A", osv.
Det betyr spesielt at hvis A er en mxn— matrise, s& blir A" en nxm-— matrise.

Heltallsdivisjon (divisjonsalgoritmen), div og mod:

La a vere et heltall og d et positivt heltall. Da finnes entydige heltall g og r med 0<r <d slik at

a=dqg+r . Operasjonene div og mod defineres ved at

adivd=qogamodd=r.

Eksamen i Diskret matematikk 10. desember 2018



Side 7 av9

Starste felles divisor

Starste felles divisor (greatest common divisor — gcd) for to hele tall som ikke begge er 0, er det
starste heltallet som gar opp i begge tallene.

Minste felles multiplum

Minste felles multiplum (least common multiple — Icm) for to positive heltall er det minste positive
heltallet som begge gar opp i.

Formel gcd(a,b) og Icm(a,b): Hvis gcd(a,b) er starste felles divisor for a og b og lcm(a,b) er
minste felles multiplum for a og b, sa er ab = gcd(a,b) -lcm(a,b)

Moduloregning:

La m veere et positivt heltall. To heltall a og b kalles kongruente modulo m hvis m gar opp i
a—Db og det betegnesmed a = b (mod m).

1) a =b (mod m) hvis og bare hvisamod m =bmod m
2)a=b(mod m) og c=d (mod m),sder a+c=b+d (mod m) og ac=bd (mod m).
Tverrsum

La a veere et positivt heltall. Tverrsummen til a er kongruent med a modulo 9.

Summen av rekker:

n n+1 _
Geometrisk rekke: Zark _al 1 r=1

k=0 r_l

Aritmetisk rekke: La a veere farste ledd, b siste ledd og d differensen mellom to og to ledd. Antall ledd

- n
ner gitt ved N :¥+1 og summen er lik (a+b)n

Binomialkoeffisienter:

(e (e (O (s
e EHMC

Binomialteoremet:

n (n n n n n n
(a+b)"=>"| "@" b =| [a"+|, [a"h+| _[a" b+ ab" +| "
k=0 k O 1 2 n_l n

22
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Antall forskjellige utvalg pa r stykker fra en samling pa n stykker:

Ordnet uten tilbakelegging: nn-1)---(n—-r+1)

n
Uordnet uten tilbakelegging: ( j
r

r

Ordnet med tilbakelegging: n
) ) n+r-1
Uordnet med tilbakelegging: ( ]
r

Det generelle «pigeonhole»-prinsippet:

Hvis N objekter skal plasseres i k bokser, ma minst
. . . N )
én boks inneholde minst ? objekter.

Differensligninger:

Den generelle lineaere homogene differensligningen av orden 2 med konstante koeffisienter er pa
formen

a,=¢a,,; +Ca,,
der c, og c, er konstanter. Ligningens karakteristiske polynom er gitt ved:
2
r-=cr+c,.

Hvis det karakteristiske polynomet har to forskjellige reelle lgsninger r, og r,, blir generell lgsning
lik a, =an" + fr, der « og f er vilkdrlige konstanter. Hvis startbetingelsene a, og a, er gitt,
finner en « og £ ved a lgse et ligningssystem.

Huvis det karakteristiske polynomet har kun én lgsning r,, blir generell lgsning lik a, = a1y + gnr,

der o og B er vilkérlige konstanter. Hvis startbetingelsene a, og a, er gitt, finneren & og £ ved
lzse et ligningssystem.

Relasjoner:

En relasjon R paen mengde A er en delmengde av produktmengden A x A.

La Rvere en relasjon pa en mengde A.

R er refleksiv hvis (a,a) € R foralle a e A.
R er symmetrisk hvis (a,b) e R, sder (b,a) eR.
R er antisymmetrisk hvis a = bog (a,b) e R, sder (b,a) ¢ R.

R er transitiv hvis (a,b) e R og (b,c) e R,séer(a,c) eR.
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En partisjon

En samling delmengder A, A,, A;, . . ., A, avenmengde A utgjer en partisjonav A hvis
AUVAUA U ... UA =Aog ANnA =0Qforallei=j.

Ekvivalensrelasjoner

En relasjon R pa en mengde A er en ekvivalensrelasjon hvis den er refleksiv, symmetrisk og
transitiv.

Ekvivalensklasser

Hvis R er en ekvivalensrelasjon pa en mengde A og a € A, sa er ekvivalensklassen [a] til a
definert ved [a] ={b € A|(a,b) € R}. Eller med ord: [a] er lik mengden av de b € A som er relatert
til a. Ekvivalensklassene til en relasjon utgjer en partisjon av A.

Delvis- eller partiell ordning

En relasjon R pa en mengde A er en delvis ordning hvis den er refleksiv, antisymmetrisk og transitiv.
Hvis dette er oppfylt, sier vi at A er en delvis ordnet mengde (med hensyn pd R). Et element a e A
er et maksimalt element hvis det ikke finnes noen b € A (b= a) slikat (a,b) € R. Det betyr at det er

ikke noe element som kommer «etter» a i ordningen. Tilsvarende er et element a € A et minimalt
element hvis det ikke finnes noen b e A (b= a)slikat (b,a) eR.

Grafteori:

Graden til et punkt. La a veere et punkt (eng: vertex) i en urettet graf. Graden grad (a) til a er
antallet kanter knyttet til punktet.

Grad-kant-setningen:

La G vere en urettet graf med endelig mange kanter. Da vil summen av gradene til punktene i G
veere dobbelt sa stor som antallet kanter.

Eulers setning:

En sammenhengende urettet graf med minst to punkter har en lukket Euler-vei (en Euler-sykel) hvis
og bare hvis alle punktene i grafen har partallsgrad.

En sammenhengende urettet graf har en apen (ikke-lukket) Euler-vei hvis og bare hvis ngyaktig to
punkter i grafen har oddetallsgrad.
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