Relasjoner - forelesningsnotat i Diskret matematikk 2022

Relasjoner
Utdrag fra avsnitt 9.1, 9.3, 9.4 0g 9.5 i lzereboka

e 9.1-Relasjoner

e 9.3 - Operasjoner pa relasjoner

e 9.4 - Utvidelser av relasjoner - tillukninger

e 9.5 - Ekvivalensrelasjoner og ekvivalensklasser

Gitt mengdene A og B. En relasjon er en mengde av verdipar, der fgrste
koordinaten a er fra mengden A og andrekoordinaten b er fra mengden B.
Verdiparet beskriver en forbindelse (en relasjon) fra a til b.

En relasjon R fra A til B (mellom A og B) er en delmengde av AxB:
RC AXB  Husk: AxB={(a,b) | a€EA,bEB}

Eksempel

A={1,2,3} og B={a, b, c}

AxB =1{(1, a), (1, b), (1, c), (2,a),(2,b), (2, ¢), (3, a), (3,b), (3, c)}

Relasjonen R fra A til B:

R={(1,a),(1,b),(1,¢),(2b),(3,a), (3, c)}

R € AxB

Dette kan illustreres enten grafisk eller med en tabell:
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Hvis A og B er én og samme mengde har vi en relasjon fra A til A. Da sier vi da
at relasjonen R er pd A istedenfor fra A til A.



Relasjoner - forelesningsnotat i Diskret matematikk 2022

Eksempel 1

Gitt relasjonen Rpd Ader A=1{1, 2, 3, 4}

R= {(a, b) | a+beret partall}
R={(1,1),(1,3),(2,2), (2,4), (3,1), (3,3), (4,2), (4,4)}

Grafen Grtil R: Matrisen Mr til R:
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Det er kun disse to matene a illustrere relasjoner pa vi kommer til 3 bruke
videre.

Eksempel 2
LaA={1,2, 3,4} oglaR vererelasjonen pd A definert ved

R={(a, b) | a<b}
R={(1,2),(1,3), (1,4),(2,3), (2,4), (3,4)}

Grafen Ggtil R: Matrisen Mg til R:
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Egenskaper til relasjoner pa en mengde A.

Refleksivitet
Relasjonen R er refleksiv hvis (a, a) € R for alle a € A.

Vi kan se det ut fra:

1) Grafen: R er refleksiv hvis alle punktene i grafen har en slgyfe.
2) Matrisen: R er refleksiv hvis hoved-diagonalen kun inneholder 1’ere.

Symmetri
Relasjonen R er symmetrisk hvis det
for alle a, b € A er slik at hvis (a, b) ER, sa er (b, a) €R.

Vi kan se det ut fra:

1) Grafen: R er symmetrisk hvis der det gar en pil/kant mellom to punkter
ogsa gar en pil motsatt vei mellom punktene.
2) Matrisen: R er symmetrisk hvis Mg er en symmetrisk matrise.

Husk: En matrise M er symmetrisk hvis M = M"

Relasjonen i Eksempel 1 pa side 2 er et eksempel pa en relasjon som er bdde
refleksiv og symmetrisk.

Eksempel 3
LaA={1, 2,3, 4}

R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(3,3),(3,4),(4,3) }

Grafn Gr LuR: da
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Avgigr om R er refleksiv:

R er ikke refleksiv fordi f.eks. (2, 2) € R.

Vi kan se det ut fra grafen fordi det ikke er en slgyfe pa punktene 2 og 4. Vikan
ogsa se det ut fra matrisen fordi det er to 0’er pa hoved-diagonalen (altsa ikke
bare 1’ere).

Avgjgr om R er symmetrisk:

R er symmetrisk fordi det for alle verdipar (a, b) € R gjelder at (b, a) € R. Vi kan
se det ut fra grafen fordi der det gar piler mellom punkter gar det piler begge
veier mellom punktene.

Vi kan ogsa se det ut fra matrisen fordi den er symmetrisk om hoved-
diagonalen.

Antisymmetri
En relasjon R pa en mengde A er antisymmetrisk hvis det for alle a, b € A er slik
at hvis (a, b) e Rsaer (b, a) € R.

Vi kan se det ut fra:

1) Grafen: R er antisymmetrisk hvis alle piler/kanter i grafen gar kun én vei.
2) Matrisen: Hvis det star 1 et sted utenfor hoved-diagonalen, ma det sta 0
pa motsatt side speilet om hoved-diagonalen.

Relasjonen i Eksempel 2 pa side 2 er et eksempel pa en relasjon som er
antisymmetrisk (men ikke refleksiv og heller ikke symmetrisk).

Transitivitet

En relasjon R pa en mengde A er transitiv hvis det

for alle (a, b) ER og (b, c) ER, erslik at ogsa (a, c) € R.
Dette kalles ogsa for «trekantregelen».

N

= C

Dette betyr at hvis det gar en pil/kant fra a til b og det gar en pil/kant fra b til c,
sa gar det ogsa en pil/kant fra a til c.
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OBS!

De tre punktene a, b, og c behgver ikke vaere ulike.
Anta at vi har at (a, b) € R og (b, a) ER.

Hvis R skal vaere transitiv har vi

((a,b) ERA(b,c) ER)—(a, c) ER.
La c = a. Vi setter inn a for c og far:
((a,b) ERA(b,a) ER) > (a,a) ER.

Altsama (a, a) ER

Hvis R skal vaere transitiv gjelder ogsa:
((b,a) ERA(a,c) ER) > (b, c) ER.
La b = c. Vi setter inn b for c og far:
((b,a) ER A(a, b) ER) —> (b, b) ER.

Altsa ma (b, b) €R.

m
Dette betyr at hvis det gar piler/kanter begge veier mellom to punkter ma
begge punktene ha «slgyfer» for at relasjonen skal vaere transitiv.

Eksempel 4
laA={1,2,3,4} og R={(a,b) | a<b}

R kan ogsa skrives helt ut:
R={(1, 11)’ (1,2),(1,3),(1,4),(22),(2,3),(2,4),(3,3), (3, 4), (4,4)}
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R er refleksiv

R er ikke symmetrisk.

R er antisymmetrisk

Hvis a, bogcertretallslikata<bogb<c,sdaera<c.
R er derfor transitiv.

HwnN e

Ekvivalensrelasjoner
En relasjon R pa en mengde A er en Ekvivalensrelasjon hvis den er refleksiv,

symmetrisk og transitiv.

Partielle ordninger
En relasjon R pa en mengde A er en Partiell ordning hvis den er refleksiv, anti-
symmetrisk og transitiv.



