Mengderoperasjoner - forelesningsnotat i Diskret matematikk 2022

Mengdeoperasjoner
Tema for forelesningen:

e Snittet av to mengder

e Disjunkte mengder

e Union av to mengder

e Eksklusiv union (symmetrisk differens) av to mengder
e Differensen mellom to mengder

e Universal-mengde

e Komplementet til en mengde

Snittet av to mengder (eng. intersection)

Snittet av to mengder A og B betegnes med A N B (leses som «A snitt B») og er
mengden av de elementene som bdade er i A og i B. (dvs. de elementene som A
og B har felles.)

ANB={x|xEAAXEB}
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Eksempel:
A={1,2,3,4,5}
B={71,3,8,5,6}

ANB={1,3,5)

aab

Observasjon: AN B =B N A, dvs. N er en kommutativ operator.

Disjunkte mengder (eng. disjoint)
To mengder A og B er disjunkte hvis AN B = @,

Det betyr at snittet er tomt og at A og B har ingen felles elementer.

Eksempel
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A={1,2,3,4},B=1{5,6,7,8}
AN B=0@. Fplgelig er A og B disjunkte mengder.

paB=P

Unionen av to mengder (eng union)

Unionen av to mengder A og B betegnes med A U B ( leses som «A union B») og
er mengden av de elementene som er i A eller i B ( eller i begge deler).

AUB={x|xEAVXEB}
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Eksempel:

A=1{1,2,3,4,5}
B={71,3,8,5,6}
AUB={1,2,3,4,5,6,7,8}

Observasjon: AUB =B U A, dvs. U er en kommutativ operator.

Antallet elementer i en union

NB! |A| betyr kardinaliteten til mengden A, dvs. antallet ulike elementer i A.

“' lave) = [al+[8] - [An8]

Eksempel
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A={1,2,3,4,5}, B={7,1,3,8,5, 6}
AuB={1,23,4,5,6,7,8}

&
e
=
1

|A| =5, |B]=6, | ANB|=3, |[AUB|=8
Viserat |AUB|=|A|+|B|-|]ANB|=5+6-3=8

Hvis vi ikke hadde trukket fra de tre elementene i snittet ville de har blitt tatt
med to ganger, fordi de bdde er med i |A| ogi |B| og det blir en gang for mye.
Derfor ma vi trekke fra snittet slik at det bare er tatt med en gang.

Eksklusiv union (kalles ogsa for symmetrisk differens)

Den eksklusive unionen av to mengder A og B betegnes som

A @ B (leses som «A eksklusiv union B») og er mengden av de elementene som
enteneriA eller i B, men ikke i begge:

ADB={x|xeEAEDXxEB}

ApIs 2 duk
. //% %f%dm////f

Eksempel:
A={1,23,4,5}
B={71,3,8,5, 6}

&m=[2:4:6:7;8} ﬁ@jﬁ)

Observasjon: A@ B=B @ A, dvs. @ er en kommutativ operator.
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Differensen mellom to mengder (eng: difference)

Differensen mellom to mengder A og B betegnes som A —B (leses som «A
minus B») og er mengden av de elementene som er i A, men som ikke er i B:

A-B={x|xEAAXEB}

A =15 o ot
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Eksempel:
A={1,2,3,4,5}
B={7,1,3,8,5, 6}
A-B={2,64}

Observasjon1: A—-B=A—-(ANB)

Observasjon 2: A@ B=(A—-B) U (B—A) ogkalles derfor ogsa symmetrisk
differens.

Observasjon 3: A—B # B— A, dvs. —er ikke en kommutativ operator.

Formler for antallet elementer i mengder:

|[AUB| =]|A| +|B|-| ANB]|

|A-B| =|A|-| ANB|

|A@B|=|A-B|+|B-A|=|A|-]ANB|+|B|-|BNA|=
=|A| +|B| -2-|ANB|

Universal mengde

Mengdene vare er normalt delmengde av en stgrre mengde. Denne kaller vi for
universalmengden. Vi bruker ofte bokstaven U for den.

Eksempel 1
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A={1,2,3,4,5}, B={71,3,8,5, 6}

Her er det naturlig a se pa mengden av de hele tallene ( Z ) som
universalmengden.

Eksempel 2
A={a, b, c}

Her er elementene bokstaver og den naturlige universalmengden blir alfabetet.

Komplementet til en mengde
La A veaere en delmengde av universalmengden U. Komplementet til A (med

hensyn pd U) betegnes som A (leses som «A kompliment» eller
«komplimentet til A» ) og er mengden av de elementene i U som ikke eri A,
dvs. U—A.

A on dud At
o hoaint JJ1)
oss: (7] = lwl-1A]

Eksempel
A={a, b, c}

Hvis universalmengden U er alfabetet blir komplementet til A

—

9=wﬁi&hLLKMmmqmqn&tmww&%L&mﬁ}

Observasjon

A=A
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Et praktisk eksempel

| en klasse med 30 studenter er det 14 som har bil, 7 som har motorsykkel og 2
som har begge deler.

Spgrsmal:

1) Hvor mange har kun bil?
2) Hvor mange har ingen av delene?

L@sning:

La B veere mengden av de som har bil, og la M vaere mengden av de som har
motorsykkel. Da blir B N M mengden av de studenter som har bade bil og
motorsykkel. Vi far |U| =30, |B| =14, [M| =7 og |[BN M| = 2.

1) Hvor mange har kun bil?
Finner |B— M|, dvs. antallet studenter som har bil men ikke
motorsykkel.

2) Hvor mange har ingen av delene?

Finner [ BU™ ‘, dvs. antallet studenter som hverken har bil eller
motorsykkel.

a) Lesning ved hjelp av venndiagram:

W

M 30-19
e S

b) Lgsning ved hjelp av formler:

1) VoM< Bl- IBOM) = 1w
2) \BU“\E\ML\&UMP
Ll - (inlaiM|=1BOMIs
o - (HEF-2)s 307 19=1]
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Tre mengder

Venndiagram for tre mengder A, B og C ma tegnes slik at alle muligheter blir
dekket. For a fa dette til ma de overlappe hverandre:

Oppgave
Avgjor om fglgende to mengder er like:

1) (A-B)=C 2)A-(B-C)

(A-R)-C =+ A-C8<)

Antallet elementeri AUB U C
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|[AUBUC| =
|Al +[B|+|C|-|ANB|-]ANC|-|BNC|+|ANnBNC]|.
Hvorfor er denne formelen riktig?

| summen |A| + |B| + |C| har vi tatt med |A N B N C| tre ganger, til tross for at
vi bare skal ha det med en gang.

|[ANBNC| erdelmengde avbade |[ANB|, |[ANC| og |BNC|. Nar vi trekker
fra disse snittene blir| A N B N C| trukket fra tre ganger, altsa en gang for mye.
Derfor ma vi legge til snittet til slutt.

Mengde-identiteter

| forbindelse med utsagnslogikk gjennom gikk vi flere lover som gjaldt for
utsagn, deriblant

e De kommutative lovene
e De assosiative lovene

e De distributive lovene

e De Morgans lover

Ogsa for mengder har vi tilsvarende lover. De viktigste er

Komplementasjonsloven

A=A

De kommutative lovene
AUB=BUA

ANB=BNA

De assosiative lovene
(AUB)uC =AU (BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)

De distributive lovene
ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BnC)=(AUB)N(AUC)
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De Morgans lover

v =

—_—_—

Anr =

o

N
v

D) D)
®) ®)

Lovene kan vises ved hjelp av venndiagram.

Eksempel 1

Viser den distributive loven
ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)
ane M)

ANC

@ as)v(An)
y}?kluw-f oot
e UL,

Eksempel 2
Viser De Morgans lov

—_—

AUuB :::-Eﬂé_

avs /) | o
TW%AMUW/LQJE AOR =ANK

Vi kan ogsa bruke medlemskapstabell (eng. membership table) til 3 bevise at
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E—J‘E;Eﬂé_

alB[a [8[Aveaus|Aas

111 0 |o 1 0 0 Kmumjom
110 o |11 | © [° A
0 | A 0 y (o) 0 A 5:AOG
olp 1 {1 o 1 1

!
Tallet 1 betyr at elementet er med i mengden.

Det finnes enda flere mengde-identiteter. Tabellen nedenfor er hentet fra

lereboka og den viser de viktigste:
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TABLE 1 Set Identities.

Tdentity Name

A=A [dentity laws

ALV =4

AUl =1Ir Domination laws
Arfi=n

ALUA=4A Idempatent |mars
Arnd=4a

[..T} = A Complemantation law
AUl =004 Commufatve laws
ANB=8NA

ABUC) =AU BUC
AMIBNC) =(AMBNC

Associative [aws

AN(BUC)={AMB)U(ANCT)
AUBENCI={AUBIN(ALULC)

Dagtrihudive Laws

AUB=AnNE De Morgan's laws
ANB=AUB

AUANE) =4 Abzorption laws
AN(AUR) = A

AUA =0 Complemeni laws
ANA =0

Mange mengder

Har vi mange mengder er det vanlig a indeksere dem. Anta at vi har n mengder.

Da skriver vi:

AHA'ZJQS)H?J' o) Am

Vi setter opp snitt og union slik:

11
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[

A,NA0AsA- -« NAL= [1A;
A UALVA30 - -+ UAu= OA

L=1
C=q
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