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Induksjonsbevis

Problem

Vi skal bevise at summen av de n fgrste oddetallene er lik n?, dvs. at
1+3+5+....+2n-1=n?

Induksjonsbevis handler om 3 vise at en pastand P(n) er sann for allen > 1.
Beviset bestar at to trinn:

Basistrinnet: Vi ma vise at P(1) er sann.

Induksjonstrinnet:

1. Viantar at P(k) for et vilkarlig tall k > 1
2. Viviser at hvis P(k) er sann, sa ma P(k+1) vaere sann, dvs. P(k) — P(k+1).

Hvis basistrinnet og induksjonstrinnet er oppfylt, sier induksjonsprinsippet viser
at P(n) er sann for allen > 1.

Eksempel
La P(n) veere pastanden om at
1+3+5+....+(2n-1) =Y, (2-i—1) =n?
Basistrinnet:

P(1): 221-1=1=1% ersant
Induksjonstrinnet:

a) Antar at P(k) er sann, dvs.
1+3+5+....+(2k-1) = k?
b) Vi bruker sa antagelsen til a vise at P(k + 1) er sann.
1+3+5+...... +(2k-1) + (2(k+1)-1) =
1+3+5+..... + (2k-1) + (2k+2-1) =

1+3+5+ ... +2k-1+2k+1=k2+2k+1?
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| folge 1. kvadratsetning er k? + 2k + 1 lik (k+1)?
Dermed har vi vist at hvis P(k) er sann, sa er ogsa P(k+1) sann.

Konklusjon: Induksjonsprinsippet gir at P(n) er sann for alle n > 1.
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Eksempel 2

La P(n) veaere pastanden at
6 garoppi(n®—n)forallen>1.

Kan dette stemme?

P(1):n®-n=13-1=0 6 gar opp i 0 er sant.
P(2):n3-n=23-2=6 6 gdr opp i 6 er sant.
P(3):n®*-n=3*-3=24 6 gar opp i 24 er sant.
P(4):n®-n=4>-4=60 6 gar opp i 60 er sant.

Induksjonsbevis

Basistrinnet:
P(1):n*-n=13-1=0 6garoppiO ersant.
Induksjonstrinnet:
a) Antar at P(k) er sann, dvs. at
6 gar opp i (k3 —k) for alle k > 1.

b) Vi ma bruke antagelsen til 3 vise at P(k+1) er sann, dvs. at
6 gar opp i ((k+1)3 — (k+1)).

(k+1) — (k+1)

= (k+1)3(k + 1) = (k + 1)

= (k® + 2k + 1)(k+1) — (k + 1)

= k3+2k*+k+k*+2k+1-k-1
= k*>+3k*+3k+1-k-1

= k3 -k + 3k + 3k

=k’-k +3(k*+k)=(k*—k) +3k(k + 1)

—
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Vi har at k og k+1 er nabotall og da ma det ene av dem vaere partall siden
partall og oddetall kommer annenhver gang i tallrekken. Dermed gar 2 opp i
k(k+1). Siden vi fra fgr har 3 som faktor gar 2:3 = 6 opp i 3k(k+1).
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Vi har funnet at 6 gar opp i (k® — k) + 3k(k+1) og siden det er samme som
(k+1)3 — (k+1) gér 6 opp der. Folgelig har vi vist at
hvis P(k) gjelder sa gjelder ogsa P(k+1).

Konklusjon: Induksjonsprinsippet gir at P(n) er sann for allen > 1.

Eksempel 3

La P(n) veaere pastanden at
3garoppi(5"—2")forallen>1.
Kan dette stemme?

P(1):5%21=5-2=3 3 garopp i3 er sant.
P(2): 5%-22=25-4=21 3 gdroppi 21 ersant.
P(3): 5%-23=125-8 =117 3 gdroppi 117 er sant.

Induksjonsbevis

Basistrinnet:
P(1): 51-21=5-2=3 3 garoppi3ersant.
Induksjonstrinnet:

a) Antar at P(k) er sann, dvs. at
3 garoppi(5¢—2¥ forallek > 1.

b) Vi ma bruke antagelsen til & vise at P(k+1) er sann, dvs. at 3 gér opp i (5%
_ 2k+1).

5441 — 2 = 55K — 2:2K= 3-5k + 2.5k 2:2¢ =
3:5K + 2:5k - 2.2k = 3.5k 4+ 2(5k - 2K
3-5+2(5%—2%)
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Vi ser at 3 g&r opp i 3-5 fordi 3 her er faktor og at 3 gar opp i 2(5 — 2¥) fordi

dette er gitt i antagelsen. Fglgelig har vi vist at hvis P(k) gjelder sa gjelder ogsa
P(k+1).

Konklusjon: Induksjonsprinsippet gir at P(n) er sann for alle n > 1.



